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Досліджено поведінку верхніх меж відхилень )( , – диференційовних функцій від операторів 
Стеклова як окремого випадку операторів вигляду F,U   в інтегральній метриці за допомогою 
інтегральних зображень цих відхилень від лінійних операторів. 
Вступ 
У теорії наближення функцій важливе місце 
займає задача наближення функцій заданого кла-
су N  за допомогою фіксованого лінійного мето-
ду, що визначається нескінченною трикутною 
матрицею чисел  
____
)( ,0,,1,0, nknnk   . 
Суть її полягає у дослідженні величини 
Xn
f
def
Xn ,,fUfUE )()(sup))((  NN , , 
де ),,( fU n – поліном, породжений деяким лі-
нійним методом підсумовування рядів Фур’є; 
X – нормований простір; XN – заданий клас 
функцій. 
На початку ХХ ст. С.Б. Бернштейн запропо-
нував побудувати теорію наближення функцій, 
заданих на всій осі, яка вміщує теорію набли-
ження періодичних функцій. Завдяки цій ідеї 
обидві теорії розвиваються і сьогодні, збагачую-
чи і доповнюючи одна одну. 
Перші результати, що стосуються оцінок вер-
хніх меж відхилень сум Фур’є від заданих не-
перервних функцій були отримані А. Лебегом у 
1909 р., який довів, що 
)()3(ln|),()(| fEnfSf nn  ,  
де )( fEn – найкраще наближення функції )(f  
тригонометричними поліномами )(nT  порядку, 
який не перевищує n  у рівномірній метриці. 
У 1935 р. А.М. Колмогоров встановив, що при 
n  справедлива рівність  


Cn
Wf
Cn
r fSfSWE
r
||),()(||sup),( 1  
)1(ln4 2 rr n
O
n
n  , 
де ),(  fSS nn – частинні суми Фур’є; rW – клас  
2 -періодичних функцій )(f , які мають абсо-
лютно неперервну )1( r похідну, таку, що 
 rf Cr ,1||)(|| )( .  
Дослідження були продовжені В.Т. Пінкеви-
чем і С.М. Нікольським, які узагальнили резуль-
тати А.М. Колмогорова на більш широкі класи: 
HW
r  та  0,1 rW r . 
Ці дослідження поклали початок новому на-
пряму в теорії наближення функцій. 
Постановка проблеми 
У 1988 р. О.І. Степанцем уведені нові класи 
функцій N



L  [1; 2]. Для цих класів О.І. Сте-
панцем було встановлено низку структурних та 
апроксимативних властивостей та знайдено 
зв’язок між множинами N



L  і множинами пе-
ріодичних функцій NL . 
Подальші дослідження верхніх меж відхилень 
Xn
f
def
Xn fUfUE ),,()(sup))((  NN ,  
пов’язані з заміною поліномів ),,( fU n  деяки-
ми аналогами лінійних методів підсумовування.  
Наближення класів N



L  у рівномірній мет-
риці за допомогою так званих операторів Зиг-
мунда, Стеклова, Рогозинського вивчав М.Г. Дзі-
містарішвілі [3]. 
Поведінка верхніх меж відхилень функцій 
класів 



,C  від операторів вигляду FU ,  у рів-
номірній метриці вивчалась у працях [4; 5].  
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Мета дослідження – вивчення наближення 
функцій класів N



L  в інтегральній метриці за  
допомогою операторів  Стеклова як  частинного 
випадку операторів вигляду FU , .    
Означення та допоміжні твердження 
Будемо користуватись означеннями і позна-
ченнями, уведеними О.І. Степанцем. 
Нехай pL , 1p  – множина функцій )( , за-
даних на всій дійсній осі Р, які мають скінченну 
норму 
p
|||| , де 



  pp
ap
dxax
1
)|)(|(sup||||

для 1p   
і  |)(|supess|||||||| xM   , тобто  ML 

.  
Функцію )(x  визначено так, що для 1x  вона 
опукла вниз і зникає на нескінченності. Множину 
таких функцій позначено через M . На проміжку 
)1,0[  функцію )(x  довизначено довільним чином, 
але так, щоб вона була неперервною для 0x , 
0)0(  , а її похідна )0()(  xx  мала обме-
жену варіацію на проміжку ),0[  . Множину таких 
функцій позначено через  N . 
Крім того, через F   позначено множину фун-
кцій, що задовольняють умову  



0
|)(| dt
t
t . 
Множина M  неоднорідна за швидкістю спа-
дання до нуля її елементів. Тому О.І. Степанцем 
[1; 2] з неї виділено підмножини 0M , CM , M  і 
показано, що для функцій  CM  справедливі 
співвідношення  
|)(|)(|)(| 21 ttKtttK  , 1t ;   
1,)()( 


Kdt
t
t .  
Для функцій  0M  , де C00 /MMM     спра-
ведлива нерівність    
)(|)(|1 tttK  , 1t .  
Для функцій   M  виконується співвідно-
шення  
|)(|)()( tttt  , 
де )(t – деяка функція, що монотонно спадає до 
нуля. 
Для вивчення апроксимативних властивостей  
функцій класів N



C  і N



L  у працях [4; 5] ви-
користано оператори  




  )(),,( 0 txfAxfU
 dvdtvtvv )
2
cos()()(1
0



 , 
які визначає сім’я функцій )}({ x , неперерв- 
них для 0 x  і залежних від дійсного пара-
метра  , де   
)(
)(
)(
1)( xF
x
x 


 
 .  
Функції f  називають ),(  -похідними  
функції f . 
Класи   L  визначено так:   
}1||||,:{
1
1,  





fLffL ,  
де  





  )|)(|(sup||||
1
dtatff
a 
. 
Нехай 


 1,Lf  і перетворення Фур’є функції 



  );1[),(
],1;0[),())(1(
)(
xx
xxx
x  
сумовне на Р, функція )(x  неперервна для 
0 x . 
Нехай функція  





 




0|,)(|sup
,0|,)(|sup
)(
tx
tx
x
tx
tx  
сумовна для At || , де A – деяке число. Тоді  
  ),,()( , xfUxf F
 dvdtxtvtxf )
2
cos()(1)(
0







   
майже у кожній точці x . 
Наведемо допоміжні твердження [3]. 
Лема 1. Нехай функції )(x  неперервні для 
0x  і збігаються інтеграли  
 




 0
|)
2
cos()(|1)( dtdxvtxA .  
Тоді справедлива рівність  
))(( 



U,CE , )()()sup
?
??





A|Uf(x|
Cf
. 
Лема 2. Для функції )(x і її сумовного пере-
творення Фур’є  
Lx  )(  ( At || )  
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при   справедлива рівність 
)()(),(
1
,
1,  



 AULE
F ,    
де 0)(   і 
 




2
|| 0
)|)
2
cos()(|(|)(|
t
dtdxxtxO .  
З цих лем випливає, що верхні межі відхилень  
))(,( , 



UCE  і 



1
,
1, ),( FULE  можуть відріз-
нятися одна від одної на величину, не більшу за 
порядком ніж  
 




2
|| 0
|)
2
cos()(|)(
t
dtdxxtxa . 
Тому має місце співвідношення 





1
,
1, ),( FULE )(),( ,, 



   aUCE F .        (1) 
Співвідношення (1) дозволяє узагальнити ре-
зультати, одержані для класів 



,C  і операторів 
Стеклова, для  класів



1,L . 
Розглянемо поведінку верхніх меж відхилень 










 
1
,
1
,
1, ||)(||sup),(
1,
F
Lf
F UxfULE  для випад-
ку  )(),,( 2, 



 SxfU
F . 
Оператори, що задані співвідношенням 






  )()( 02
txfAS
dvdtvtvv )
2
cos()()(1
0



 , 
назвемо операторами Стеклова. 
Оператори  )(2 

S  задає сім’я неперервних 
для 0x  функцій )}({ , xr , де  







. 10
]10[sin
)(
x,
;x,
x
x
x  
Метод Стеклова є насиченим і має порядок 
насичення 2n .  
Покладемо 
2)( xx  , 2
sin1
)(
x
x
x
xF 

 .  
Задані так функції задовольняють вимоги:  
1. Функції   )(x , тобто )(x – неперервні 
для 0x , монотонно не спадають, 
0)0(  , )(x – неперервні для 0x . 
2. Функції HF )( , тобто для ]1;0[x  вони  
неперервні і обмежені разом з похідними другого 
порядку, 
6
)0(
2F ,  1)1( F . 
З властивостей функції F  випливає, що 
]1;0[ x  справедлива рівність 
)()0()( xFFxF  ,  
де KxxF  |)(| . 
При такому заданні функцій )(x  та )(xF   
видно, що оператори Стеклова є операторами 
вигляду FU , . Тому до них можна застосувати ті 
самі міркування, що і при дослідженні операто-
рів FU , . 
Виведення основних результатів 
Розглянемо випадок 0 , оскільки при цьо-
му відсутні інтеграли вигляду 


1
sin)( xtdxx . За-
уважимо, що для k2 , k  
xtxt k cos)1()
2
cos(  .  
Тоді 0)()1( Lfk   за умови, що 
 kLf 2 , 
k .  
Теорема 1.  Нехай   F  ,    ,   HF  ,  
)0()()( FxFxF   не змінює знак на відрізку 
]1;0[ . Функція )()( 2 xxxg  – опукла вгору або 
вниз і не спадає для 1x . Тоді для   спра-
ведлива рівність 
)1)(3()(),( 312
1,0 
 



 OASLE . 
Доведення. Виберемо функцію )(x  таким 
чином    






).;1[),(
],1;0[,sin)(
)( 3
2
xx
x
x
xxxx
x       (2) 
У теоремі 1 [4] доведено сумовність )(t  і 
показано, що 2)1()(   tOt  для t . Звідси 
випливає сумовність функції )(t


  для At || . 
Розглянемо величину )( a ,  інтегруючи двічі 
частинами і враховуючи, що  
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0)()()0()0(   ,  
маємо 
  



2
|| 0
|cos)(|)(
t
dtxtdxxa   
  



2
0
|cos)(|2
t
dtxtdxx  
  



2
0
|sin)(|2
t
dtdx
t
xtx  
 

 
 
2
0 0
2
cos)(|2
t
t
xtx  
; cos)(
0
2   

 dt|dxt
xtx  
 

 |)01()01({|12
2
2
t
t
 
 

   
1
0 1
}|)(||)(| dtdxxdxx . 
Розглянемо кожен доданок окремо.  
З урахуванням того, що функція )(2 xx   не 
спадає для 1x  та xxxx )(2|)(| 2  , маємо  
)(3))()((|)01(|  K ;
)(2|)(||)(||)01(| 22 
 ; 
   dxxxxFdxx |)()(||)(| 2
1
0
1
0
  
 
1
0
2 |))()((|2 dxxxxF  
1
0
|)(| xd   
)1)(3( 2 K ; 


  
1
|)(| dxx 

dxxxxF |))()(( 2
1
 |)(|  K . 
Остаточно маємо  
 
dtK
t
a
t
)1)(3(12)( 2
2
2
 )1)(3(
3
 K .                                            (3) 
Враховуючи співвідношення (1) і (3), одержу-
ємо твердження теореми. 
Розглянемо більш загальний випадок 0 . 
Теорема 2. Нехай  ,F , HF  . Функ- 
ція )()( 2 xxxg  – монотонна для 1x  та опук-
ла вгору або вниз. Тоді для   справедлива 
рівність     






 


1
21
21, )(3
|
2
sin|
),( dxxxSLE  


)(
|)(||)(|)(3(O
 


 )
)(1
2 dxx
x . 
Доведення. Нехай функцію )(x  задано 
співвідношенням (2). У праці [4] показано су-
мовність функції )(t , причому доведено, що 
2)1()( 

  tOt  для t . Отже, для At ||   
функція )(t


 сумовна. 
У тій самій праці  було отримано оцінку   




 ),(
,
,
FUCE
 

 

)(()()(
)(
|
2
sin)0(|2
1
Odx
x
xxF  

 )()(
|)(||)(|
)(
1
 ))(
)(
)()( 



 dx
x
x .                            (4) 
Ця оцінка справедлива і для операторів Стек-
лова як операторів вигляду FU , .   
Оцінку величини )( a  легко отримати, ви-
користовуючи ті самі міркування, що й у теоремі 1. 
Оскільки функція )()( 2 xxxg   монотонна, то  
)1|)(|)(3()( 3
 Ka .               (5) 
Порівнюючи співвідношення (4), (5), бачимо, 
що порядок величини )( a  менший, ніж поря-
док залишкового члена співвідношення (4). 
З урахуванням рівності (1) та вибором функцій 
)(x , )(xF  одержуємо твердження теореми 2. 
Теорема 3. Нехай 1C ,  M  (тобто для 
всіх x  справедлива нерівність )()( xKxx  ), 
HF  . Функція )()( 2 xxxg  – монотонна для 
1x  та опукла вгору або вниз. Тоді для   
справедлива рівність     
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





 


1
21
21, )(3
|
2
sin|
),( dxxxSLE  
)1)(( 2O .  
Для k2 , k  ця рівність забезпечує 
розв’язання задачі Колмогорова-Нікольського за 
таких умов:  
1.  )(lim
2 xx
x
, ))(()(
1


 dxxxO   
для  . 
2. 0,)(lim 2  CCxxx . 
3. 0)(lim 2  xxx , 

1
)( dxxx . 
Доведення цього твердження наводити не бу-
демо, проте зауважимо, що воно повторює дове-
дення відповідного твердження з праці [5]. 
Висновки 
Вивчено наближення операторами Стеклова 
функцій класів 



1,L . Одержано оцінки верхніх 
меж відхилень 



1
21,0 ),( SLE  і 





1
21, ),( SLE , що у 
деяких важливих випадках є асимптотичними 
рівностями. 
Наведено умови, за яких асимптотична 
рівність для функцій CM  і операторів Стек-лова забезпечує розв’язок задачі Колмогорова–
Нікольського. 
Аналогічні результати можна отримати без  
використання операторів вигляду FU , , що знач-но ускладнить розв’язання поставленої задачі. 
Наведені методи вивчення наближень функ-
цій класів 



1,L  в інтегральній метриці можуть 
бути застосовані також для операторів Зигмунда 
та Рогозинського. 
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